
Resumo 

Resultados confiávei§ no Cray 

Úrsula Adriane Lisbóa Fernandes 1 

Tiarajú Asmuz Diverio2 

Instituto de Informática e CPGCC da UFRGS 
Caixa Postal15064- 91501-970 Porto ftJegre- Brasil 

E-mail: ursula@pucrs.campus2.br 
diverio@inf ufrgs. br 

Este trabalho apresenta a biblioteca de alta exatidao desenvolvída 
Supercomputador Cray Y-J\:IP Esta biblioteca se fez necessária para 
ponto-flutuante sejam feitos com máxima exatidao, proporcionando 
desenvolvidos testes usando somatórios e produtos 
aritmética de ponto-flutuante ordinária sao incorretos As falhas 
forma como as opera96es sao efetuadas, inexistencia de 
opera<;oes de acúmulo e de produto escalar e da inexistencia dos 
Mostra-se a solu<;ao destes problemas com a biblioteca de alta 
corretos. 

1 Mestra em Ciencia da Computac;ao (CPGCC/UFRGS). professora da PUC ~ '-<UH!J'·'~ II- Umguarana 
: Professor Dr., orientador do CPGCCIUFRGS. financiado pelo CtJPq/RS 



em l como 
resultando na Supercomputa¡-;ao 

alto desemper1ho no Brasil, pois 
Supercomputa¡;ao é e pemüte o acesso ao de qualquer Universidade via rede. 
O Cray é um equipamerrto vetorial, onde as opera¡;oes em ponto-flutu.ante sao realizadas por 
funcionaís específicas, com um vetor de 64 registradores, elemento com 64 bits. 

que possibihtam o processamento paralelo e pico de processamento de 660 Mflops. 
As aplíca¡;oes iniciais no estao concentradas nas áreas de: Geofísica; 

Fluidos; estrutural; Matemática/ algoritmos; Física do estado 
ótica/ astrofísica); Física de Plasma; Cmnputayao Alto Desempenho; 

Engenharia Química e Ciencias do servi<;os estao disponíveis, em 
entidade privada ou pública, de ensíno, pesquisa, industrial, agropecuária, 
técnica. Maiores · podem ser obtidas pelo e-mail super@cesup ufrgs.br. 

Desde sua ínstala¡;:ao, o de Matemática da Computa<;ao da UFRGS estudos 
qualidade e confiabilidade resultados obtidos no Observou-se que: 

!!< Resultados produzidos no modo escalar e no de vetorial ser diferentes, mesmo 
quando nao haja dependéncia de dados; 

"' Resultados escalares de somatórios podem nao ser confiáveis; 
«~ Resultados de opera<;:óes que envolvam produto escalar nao sao calculados de fonna a 

mm1m1zar o erro arredondamento; 
'-" A opera<;ao de divisao nao é o inverso da multiplica¡;;ao de ponto-flutuante. 
Em virtude destas falhas, foi proposto um de alta exatídao e em 

cálculos observadas. 

'-'"''-H'""'" a necessidade de se ter mais exatos 
e confiáveis. 

o fato ser para urna mesma soma, 
no e no modo vetorial a dependencia de dados e, sim a 
instabihdade do algoritmo. 

~N ~N 
Seja a soma de urna seqüencia L 161 _ 16 ¡ + .I 16 t _ 16 t + l. A soma é a l. Na 

i=N i=N 
o termo l é adicionado no fím, mas em geral, ele pode ser "''"'·"·"'-'"<"-'·"-' 

o índice i indica o tem1o o valor 1 é adicionado. Por 
termo l é adicionado depois primeiro telTno, etc. Sem 1, a soma possui 4 

ter 8N+5 diferentes valores de O até 8N+4: 

.= l+J +l6V-I -+ ... +16-N ~16-N 

+ -l6N + 16N-I - +. .. +16-N-
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que o 
= 8N+4 termos, entao i 



\"·=+16"v+l-'·l. ~ 

+ 16.Y -l6X + 16'Y-l - + .. +16--~·- 16-JY 

N=! l. todos os valores calculados em modo sao iguais a 1. Para N= 
a l a partir de para 1'~=13 a de S~8 , para N=l4 a partir de e para N=l5 a 

porque quando Estes podem ser explicados ao da 

I'-J=29. O 
por 

diferenteS SaO SQITl3íJ.OS 

come~a ser igual a l na tabela, 
grandes. 

No até N=6 para todos o 

ctu-av;.u mostra os 
' porque o valor l nao é 

a l. A de 1'-J=7 os 
completamente imprevisíveis, como mostra a N=29. A exphca.:;:ao para estes resultados 
que a ordem das parcelas do somatorio é complet;::;mente 

N=29 
~ 

Soma Niodo escalar Modo Veton\al 

So O. GOl.IOOO E +00 0.295l479E+21 

S1: O. 000000 E +00 !U152922E+l9 

~-3 O.Oí.lOOOOE+OO 0.1152922E+19 

sll9 ll 000000 E +00 (U)OOOOOOE +00 

§.11 O.OOOOOOE+OO -iiJ.2951-179E+21 

S 19 O. !100000 E +00 0.2951.;!79E+21 

§150 O. 000000 E +00 O.lOOOOOOE+Ol 

§1"3 O. 00001.10 E +00 fU OOOOOOE +íH 

S 154 O. HiOOOOE+Ol O.lOOOOOOE+Ol 

S 2o5 1 
O. lOOilOOE +O 1 0.2951-179E+21 

S zo¡¡ IU 00000 E +01 1J.295H79E+21 

S 236 íU60000E+Ol 0.295U79E+21 

é 

O exemplo 2 procura mostrar que urna mudanc;:a na ordem de como as parcelas sao sornadas pode 
influenciar o resultado. Um teste semelhante ao mencionado acíma foi constmído. os valores positivos 
e negativos sao agrupados em blocos em cada uma das somas Por exemplo, foi reagmpado do 
seguinte modo: 

S0 :=l+l6y +l6_Y-l+..+l6-.V 

~16\" -16\'-l __ -16-\' 

+16\" +16\'-]+. .. +16-.V 

-16\' -16·\' -l_ .. -16- y 

Para N=29, aplicou-se o modo escalar para a soma reagmpada, obteve-se S0= -0.314824E+21, já 
no primeiro teste mostrado, obteve-se S0 = O no modo escalar e 50 = O .2951 E+ 21 no modo vetoriaL 
Nenhuma das fon11as obteve o resultado exato ·1. 

O exemplo 3 envolve o cálculo do produto escalar. É utilizado em opera.;oes com vetores e 
matrizes. rviais especificamente na multiphcayao de duas matrizes. Sejam v e w, dois vetores, o 

!1 

escalaré definido por v.w=)'v¡w¡. Oprodutoescalarde: v= (2ll.El0, 2.0, 230, -21l.El por 
<bod 

i=l 

w = (2.El0, 510.0, 33.0, 2 El O) corno resultado o O, Y'-'''"'''"''"" deveria produzir o valor 1779. 
Isto acontece porque os números sornados sao de diferentes ordens 
processados corretamente em aritmética de ponto-flutuante ordinária. 

de magnitude, nao 
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No 
sao nao possu1 

Uv'UH,C<'-la a operayao de divisao. 0 vezes gera 8frQS. 
O exemplo 4 mostra a falha em rela~ao a opera ya o de divisa.o. No l 00 o 

resultado encontrado é 9.999999999999943. O Cray, primeiramente, acha recíproco de 10.0 que é O.l ou 
l/1 O. O problema é que este valor pode nao ser representável no sistema de representac;;ao binária, como no 
caso do exemplo. Entao, o valoré tnmcado para um valor próximo. Quando multiplicado por 100.0, nao 
reproduz o valor 01iginal, resultando o valor incorreto. 

3 Estudo do problema 
O tipos de erros mostrados acima ocorrem porque o Cray nao possui implementado em seu 

hardware as características da aritmética de alta exatidao. Os requisitos para se ter aritmética de alta 
exatidao sao: o uso de arredondamentos di.recionados (para baíxo vx e para cima L'lx), as quatro opera¡;:oes 
aritméticas com máxima exatidao e o produto escalar ótimo. 

A matemática intervalar vem trazer urna técnica que pennite um controle de erros com limites 
confiáveis, pois o resultado é contido num intervalo. Este intervalo deve ser suficientemente pequeno para 
garantir a utilidade do resultado. 

O uso da aritmética de exatidao, aliado a intervalar, resulta que os intervalos sejam 
os menores possíveis, pois os extremos sao calculados forma exata, sendo somente no final arredondados 

baixo e para cima de acordo como extremo). Portanto, os extremos diferem do valor real por apenas 
um arredondamento. 

Padrao IEEE 754 
O Padrao de aritmética de ponto-flutuan.te IEEE 754 surgiu com o objetivo de padronizar a 

aritmética ponto-flutuante em todas as plataformas, sendo um passo inicial para a obtenyao da aritmética 
de alta exatidao. Esse nao especificou os arredondamentos para vanáveis complexas, opera96es entre 
vetores e matrizes e também nao incluí o escalar essencial para a garantía 
nos cálculos e por causa a GAJ\![M/ll'vfACS propuseram outro padrao mais 
[IMACS9l]) 

os números em ponto-flutuante nao sao segundo 
aritmética IEEE (padrao IEEE 754), nem no que se refere ao 

de como as sao O 
que mna deve ser efetuada como se o resultado exato fosse 

e No 
nao sao maneira, sao feitas ern 

sendo que o 

exato fosse primeiro va,•V<UU'UV ':), 

[] a 
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nem dígitos de guarda associados aos registradores, que possibilitam a de 
e que se amplie a precisao. 

para 
sendo que os mms 

~;;;u.•Jauau"'ucv para o número mais 

maior que o número real x. 
x para o maior número de 

real x para o 
é a rrmr,;ao que 

Na· de mna 

com 3 casa Wd'"'-'"'"'"'', 
possuem digitos de 

primeiramente, alinha-se os expoentes a o maior , no caso 2. 
de duas casa a direita por l perdendo-se os dois 
sem os dígitos de guarda, ao se igualar os expoente, o 
resulta em 0.236 x 102 

Ü 256 X 

de 

soraa 

No caso da existencia de dois dí.gítos de guarda, O 256 x l 0° toma-se O 00256 x 102, já que os 
sao para representar os menos no momento 

expoentes. A soma resulta em 0.23656 x 102 Assim, depois arredondamento, tem~se o 
valor 0.237 x 102 . O resultado é diferente daquele obtido, quando a soma é calculada sem os dígitos extras. 

Produto escalar ótimo 
O produto escalar é definido como: dados dois vetares x e y. cada um (com n componentes) em 

ponto-flutuante cada e arredondamento [ ], o resultado s em ponto-f!utuante da opera;;:ao de produto escalar 
(aplicada para x e :v) é definida pela fómmla abaixo: 

( 11 1 
s = [j(s l = !J(x.y) = []1 Ix¡ * y¡)l 

\,i=l 

Pela defmi;;:ao, todas as opera-;óes aritméticas sao exatas. Em outras palavras, s será calculado como se um 
resultado intennediário 5 = x. y fosse correto com precisa o infinita e com faixa de expoente ilimitada e, 
entao, arredondado para o fonnato em ponto-flutuante desejado, de acordo com o arredondamento 
selecionado. 

É utilizado na multiphca¡;ao de vetores, de matrizes e de vetores e matrizes nos diferentes tipos 
numéricos avan<;ados3 de dados. A questao gira a respeito do número de anedondamentos. O cálculo 
tradicional do produto escalar de dois vetores com n componentes cada, en vol ve 2n~ l arredondamentos. 

O nao possui u.m hard>vare especializado no cálculo do produto escalar de 
ondeo resultado calculado somente de um arredondamento do valor exato. 
do grau otimiza9ao desejado pelo a ordem do somatório das parcelas no 

3 reais" complexos" intervalos de reais e intervalos de complexos. 



escalar pode ser totalmente rearranjada. Isto é extremamente desagradável! E resultados diferentes sao 
obtidos para.uma mesma operac;ao quando executados nos modos de processamento escalar e vetorial. 

rr 

Matemática Intervalar e Aritmética Intervalar de Máquina 
A matemática intervalar trata com dados na forma de intervalos numéricos e surgiu com o objetivo 

de automatizar a análise do erro computacional, trazendo urna nova abordagem que permite um controle de 
erros com limites confiáveis, além de provar a existencia ou nao da soluc;ao de diversas equac;oes. Urna 
visao completa sobre ela pode ser encontrada em [OLP97]. 

A aritmética intervalar trata com dados na forma de intervalos numéricos e surgiu com o objetivo 
de automatizar a análise do erro computacional, trazendo urna nova abordagem que permite um controle de 
erros com limites confiáveis, além de provas da existencia ou nao da soluc;ao de diversas equac;oes. 

Ao invés de serem aproximados para números de ponto-flutuante mais próximos (por alguma das 
regras de aproximac;ao ou dos tipos de arredondamento ), os reais sao representados por intervalos de 
números em ponto-flutuante, ou seja, um real x é representado por um intervalo X=[xl, x2], ondeos limites 
inferior (xl) e superior (x2) sao números de máquina, tais que xls x s x2. Todas as operac;oes aritméticas, 
operadores relacionais, :func;oes elementares, sao definidas para argumentos intervalares. A partir da 
aritmética intervalar sao desenvolvidos os conceitos que compoem a matemática intervalar e os métodos 
intervalares para resoluc;ao de problemas mm1éricos. A figura abaixo mostra algumas das operac;oes 
existentes sobre o conjunto de intervalos de ponto-flutuante. 
Inverso aditivo: -X= [-xl, -x2] 
Pseudo inverso multiplicativo: 1/X = (l/x2, 1/xl] O \lX 
Adiyao: X+Y = [xl V+ yl, x2 L\ y2] 
Subtrayilo X-Y= (xl V_ y2, x2 L'l_ yl] 
Multiplicayilo: X*Y =[min{ xl v. yl,xl V. y2, x2V. yl, x2V.y2}, max{xlfl.yl,xltl.y2,x2L1·Y2,x2 L'..y2}] 
Divisao: X/Y= [min{ xl V1 yl, xl V1 y2, x2V1 yl, x2V1 y2}, max{xll'l1 yl, xll'l1 y2, x2L'.1 y2, x2L'l, y2}] 
Intersecyao: X n Y= { [max{xl, yl}, min{x2, y2}], se x1 <y2 e yl::::: x2, 0- caso contrário. 
Uniao: XuY={[min{xl,yl},max{x2,y2}],seXnY*0, ERRO- casocontrário. 
Distancia: d(X,Y)=max{ [xl-yl[, lx2-y2[} 
Valor absoluto: [X[= d(X,[O,O]) = max{ [xl[, [x2[} 
Diametro: D(X) = x2-xl 

Figura 1 - Operac;oes Básicas Intervalares 

4 Pro posta de solu~ao: libavi. a 
No ambiente do Cray foi, entao, desenvolvida urna biblioteca intervalar libavi.a, implementada em 

Fortran 90, coma fmalidade de explorar o alto desempenho proporcionado pelo processamento vetorial (e 
paralelo) juntamente com o cálculo de operac;oes intervalares. O objetivo final era ter um ambiente de alto 
desempenho e alta exatidao. 

Na libavi.a estao disponíveis 320 rotinas, as quais implementam a aritmética intervalar básica, a 
aritmética de vetores e matrizes de intervalos e alguns métodos intervalares de soluc;ao de sistemas de 
equac;oes lineares. A biblioteca é composta por quatro módulos. O primeiro é o basico. Neste módulo foram 
defmidos intervalos reais e as operac;oes que os manipulam. Ele é composto por seis conjuntos de rotinas, 
agrupadas de acordo com a natureza das operac;oes. Estes conjuntos sao: fi.mc;oes de transferencias, 
operadores relacionais, operac;oes entre conjuntos, operac;oes aritméticas, func;oes básicas e rotinas de 
entrada e saída. O segm1do módulo é o mvi. Ele é composto de tres submódulos: o primeiro refere-se a 
definic;ao e ao tratamento de vetores de intervalos; o segundo defme matrizes de intervalos e suas operac;oes e 
o terceiro trata de operac;oes de diferentes tipos de dados com vetores e matrizes de intervalos reais. O 
terceiro módulo é o ci, onde sao implementados os intervalos complexos, matrizes e vetores de intervalos 
complexos e as operac;oes que os manipulam. Este módulo é urna extensao do módulo basico para 
complexos adicionado de algumas operac;oes entre vetores e matrizes de intervalos complexos. O quarto 
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a 
lineares 

-----'-[ _-l 2l994467~\'4~1E+2 L 12199446747421[+21 L 
"'"·"'""''"''"' 2 procura mostrar que urna 

influenciar o resultado. O intervalo 
6 8789138433814E+22], sendo que o 
dentro do · 

"u'"'"'·""'" na ordem de como as 
;q 

de 

rnesrnos par~ 
sempre mcluído 

rn111to 

108556E+ 

transforrnado no dois vetores · ji.1..SSlfn : 

v= ( [2ll.El0, 211.El0], [2.0 2.0], [23.0, 23.0], [-2 1El0-21l.El0] )por 
w = ( [2 El 0,2.El O] , [510 51 .0, 33.0] , [2.E l 0,2.E lO] ) produz como o intervalo 
H l.07374l824E+09]. 

implementadas duas rotinas que 
duas roti.'1as é 

das 
os 



ser sernpre [l com maxnna e os 
fossem que nao deveria acorrer arredondamento, 
produto é sempre o valor 1 representável no sistema (bininio) de ponto-t1utuante do 

Itera¡;ao Diámetro 
program arredondamento 

1 1.421 0854715202E-14 
use basico 
tjpe(interyaJ) :: a 10 L0906830993918E-ll 
real:: diametro 
a = sintpt( LO) 

20 1.1175863789958E-08 

do i=L59 30 1.1444113731329E-05 
a=a*a 40 l.l741727852900E-02 
print *~"intervalo", i 
cal! swrik(6.a) 50 2.9809396735744E+03 

print *.''dian1etro'' 55 1.5114277002024-+- 111 
díametro = sdia( a) 

56 2.2844136929391 +222 wr:ite (6.21 O) diametro 
210 fonnat (ES21.13) 57 5.2185459204876-+-444 

enddo 58 2.7233221524238+889 

59 7.4164835458824+] 778 

Figura l - Multiplica¡;:oes sucessivas sobre o intervalo [1, 1] 

A figura 2 ilustra o crescimento do valor do diametro do intervalo a medida que multiphcac;:oes 
sucessivas sao efetuadas. O resultado desta relavao sobre a precisao de 14 dígitos, resulta no gráfico da 
perda de exatidao descrita acima. 

Dígitos significativos 

1 4 7 iO 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 

Multiplicas;oes sucessivas 

Figura 2 - Dígitos significativos x Multiplicac;oes = Perda da exatidao 

6 Libavi.a com núdeo de alta exatidao- sobu;ao definitiva 
A libovi.a desenvolvida no Cray com a fmalidade de proporcionar resultados confiáveis, uma 

vez que a aritmética computacional disponível é sensível a problemas de instabilidade e produz resultados 
diferentes, dependendo do modo de processamento. Visou a obten<;ao de urna aritmética de alta exatidao e 
alto desempenho, mas devido ao Cray nao ter implementado em seu hardware as características do padrao 
IEEE e nem o produto escalar ótimo, a biblioteca necessitava da implementac;:ao de um núcleo aritmética 
de alta exatidao, que implementasse e tomasse disponível estas características. 

O núcleo de aritmética de alta exatidao deveria ser composto, entao, pelas opera¡;;oes em 
flutuante com máxima exatidao dos arredondamentos direcionados e pelo cálculo do produto escalac Em 
virtude da ausencia dos dígitos de guarda para os arredondamentos, a maneira como o Cray realiza as 
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.0, ou 

2 procura rnostrar que uma na ordem como as 
O intervalo obtido para N= 29 fiJi [ l O, l.O] 

3 apresentou como resultado o 
da rotma de produto escalar ótimo. 

~~o 4~ a 
[10.0. lO O] gera o 
com máxima 

vezes foi n,,,-rn,,n 

l. O]. 

[ l 

o u 

. O] por ele mesmo 
foi sempre o intervalo 

se 
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